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Resumen

Promover los estudiantes al inicio de sus estudios universitarios es un aspecto importante
tanto en Chile como en el contexto internacional. Sin embargo, altos indices de
abandono muestran que la transicién educacién media-educacion superior es dificil

para muchos alumnos, especialmente en matemdticas. La argumentacién matemdtica es
una actividad fundamental y compleja, la cual podria ser una de las principales razones

de las dificultades que presentan los estudiantes en esta materia durante el proceso de
transicién. Este estudio analiza la calidad de las argumentaciones, los esquemas de prueba
y el formalismo utilizado en las respuestas de N = 86 estudiantes de primer afo, con el fin
de entender mejor donde se ubica el problema. Los resultados muestran que la calidad de
la argumentacién, el uso de argumentos apropiados y los formalismos matemdticos tienen
alta variacién en las dos tareas reportadas: 10/% de los estudiantes probaron el primer
teorema geométrico asignado y 65% probaron correctamente el segundo. Esto indica

que los estudiantes estdn en una fase de desarrollo de sus habilidades argumentativas.
Consecuentemente, el proceso de probar y construir argumentos analiticos debe ser
explicitamente discutido en la Universidad, asf los estudiantes podrdn mejorar sus
habilidades para el razonamiento matemdtico.
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ANALISIS DE LA ARGUMENTACION MATEMATICA DE ESTUDIANTES DE PRIMER ANO

Abstract

Fostering students at the beginning of university studies is an important issue not only

in the international context but also in Chile. However, high dropout rates show that the
transition from secondary school to university in mathematics is supposed to be difficule
for many students. Mathematical argumentation is a core activity in mathematics and

also very complex. Therefore it could be one of the main reasons for the difficulty at the
secondary-tertiary transition in mathematics. This study analyzes the quality of students’
argumentations, the proof scheme, and the formalism in students’ answers of N = 86 first-
year students in mathematics in order to better understand where the problems are in detail.
The results show that the quality of argumentation, the use of appropriate arguments, and
mathematical formalism highly varies in the two reported tasks: on the one side, 10% of
students are able to prove one of the given geometrical theorems, on the other, 65% proved
the other theorem correctly. This indicates that students are in a phase of developing their
argumentative abilities. Consequently, the process of proving and constructing analytical
arguments should be explicitly discussed in university lectures, so that students can improve
their abilities for mathematical reasoning.

Keywords: higher education, secondary-tertiary transition, mathematical argumentation

La situacién en Chile

El acceso a la educacién superior en Chile ha mostrado una importante mejorfa durante los altimos
afos. De acuerdo al tltimo informe del Ministerio de Educacién (2016), el niimero total de estudiantes de
pregrado subi6 un 57% entre 2007 y 2016. Este aumento define un nuevo desafio con respecto a la transicion
desde la educacién secundaria a la terciaria (Fonseca, 2011). La transicién se ve como una dificultad derivada
de maltiples causas, la principal de las cuales es la confianza en si mismos de los estudiantes, quienes creen
no estar preparados para la educacién superior. Otras causas se asocian a la falta de estrategias por parte de las
universidades para enfrentar el desafio de la diversidad social, cultural y cognitiva de los nuevos estudiantes

(Herrera, 2011).

Segin Herrera, Gonzdlez, Poblete y Carrasco (2011), dicho déficit refleja una brecha creada por el
sistema chileno entre las escuelas y las universidades, siendo crucial apoyar la transicion para asegurar la
continuidad de los estudiantes. En consecuencia, Gonzdlez (2011) apunta que es importante investigar mds en
profundidad este proceso de transicién para hacer sugerencias que permitan que las nuevas politicas pablicas
ayuden a los jévenes a alcanzar sus metas académicas en niveles educativos superiores.

La brecha entre las matemdticas escolares y universitarias

De acuerdo al Centro de Medicién de la Pontificia Universidad Catélica de Chile (MIDE UC),
los estudiantes de educacién secundaria muestran un alto desempeno en el andlisis de problemas y en la
comprensién conceptual, particularmente en cuanto a las operaciones algebraicas, las propiedades de las
figuras y cuerpos geométricos, los teoremas de congruencia y la proporcionalidad (Rodriguez et al., 2013).
Sin embargo, el razonamiento matemdtico necesario para realizar demostraciones geométricas es un tema
que se ensefia poco en las aulas chilenas (Ministerio de Educacién, 2015). Ademds, la ausencia tanto de
argumentacién formal como de razonamiento deductivo en las clases escolares de matemdticas ha llamado la
atencién de numerosos investigadores (Varas, Cubillos y Jiménez, 2008).

Luego de estudiar los programas preparatorios desarrollados en distintas universidades, Gutiérrez et al.
(2010) establecieron que existe una enorme distancia entre las metas de aprendizaje en la educacién secundaria
y lo que los estudiantes efectivamente saben al momento de inscribirse en la educacién terciaria. Con respecto
a la competencia matemdtica, Gutiérrez et al. (2010) sostienen que el nivel de las matemdticas en la educacién
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escolar difiere del de las universidades no sélo en cuanto a los temas tratados, sino también porque en la
educacién superior se requiere una comprensién mds profunda de la disciplina. Aprender matemadticas en la
educacién secundaria principalmente conlleva procesos estandarizados, estrategias de resolucién de problemas
y generalizacién de conceptos matemdticos; sin embargo, se espera que los estudiantes en niveles educativos
superiores sean capaces de manipular objetos nuevos con un mejor nivel de comprensién conceptual y
abstracta (Gutiérrez et al., 2010).

Asimismo, de acuerdo a Varas et al. (2008), el bajo nivel de conciencia observado en Chile con respecto
al valor del razonamiento matemadtico deberia abordarse tanto a nivel curricular como dentro del desarrollo
profesional de los docentes. Los profesores de educacién primaria también muestran deficiencias similares con
respecto al razonamiento matemadtico y la demostracién de teoremas, ya que hacen hincapié en “los célculos
y no en el andlisis durante las clases de matemadticas” (Varas, 2008, p.53). Como sostienen Radovic y Preiss
(2010), el patrén de la instruccién en Chile se centra en preguntas relativas al control de las actividades de
aula mds que en mejorar la comprension de los conceptos matemdticos. Adicionalmente, la mayoria de las
preguntas suponen un bajo desafio cognitivo y reducen las oportunidades que tienen los estudiantes para
construir conocimiento durante su aprendizaje (Radovic y Preiss, 2010).

En 2006, el 37% de los chilenos inscritos en carreras cientificas o matemdticas interrumpian sus estudios
universitarios o cambiaban de programa durante sus primeros dos afios en la universidad (Acuna, Makovec y
Mizala, 2010). Asi, la evidencia indica que existen problemas en la transicién desde las matemadticas escolares
a las universitarias (Gallardo, Lorca, Morrds y Vergara, 2014; Pérez, Castellanos, Diaz, Gonzélez-Pienda y
Nufez, 2013).

Medidas para reducir la brecha

Para resolver este problema, el Ministerio de Educacién ha sugerido el uso de material pedagégico
enfocado en que los estudiantes comprendan que, en el campo matemdtico, todas las proposiciones pueden
y deben ser demostradas. El objetivo principal de este material es desarrollar el pensamiento analitico y
deductivo antes de que los estudiantes comiencen a demostrar teoremas. Asi, los estudiantes primero deben
comprender la importancia de las demostraciones para luego centrarse en los conceptos de hipétesis, tesis y
prueba matemdtica (Ministerio de Educacién, 2015). Los “Guiones diddcticos y guias para la y el estudiante”,
creados por el Ministerio de Educacién de Chile, entregan ejemplos de demostraciones usando tanto lenguaje
narrativo como notacién matemdtica. Se recomienda que los profesores los empleen “de acuerdo a las
necesidades de los estudiantes” (p.58).

Asimismo, recientemente el Ministerio de Educacién ha generado variadas estrategias para crear
programas dirigidos a apoyar a los estudiantes de primer afio de educacién superior. Por ejemplo, el programa
preparatorio “Introduccién a la matematica universitaria” (PIMU) constituye una de las actividades mds
importantes desarrolladas en el nivel terciario (Portales, 2015). El curso se desarrolla antes de que se inicien las
clases en la universidad y su objetivo es ayudar a los estudiantes a aprobar los cursos matemdticos de primer
afio.

Buscando determinar la efectividad del PIMU, Portales (2015) analizé el rendimiento de los estudiantes
en los cursos matemdticos ofrecidos durante el primer afio. Este autor observé que el programa tenfa un
impacto débil en los estudiantes con bajo rendimiento en la prueba de diagnédstico, un aporte positivo en
grupos de rendimiento medio y una contribucién baja en grupos de alto rendimiento. El estudio también
identificé que los estudiantes que se inscribian en el PIMU diferfan en cuanto a conocimiento matemdtico y
que el programa no bastaba para remediar todas las deficiencias que trafan desde la escuela (Portales, 2015).
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Argumentacion matematica

Durante la transicién entre educacién secundaria y terciaria, los estudiantes deben superar numerosas
barreras para sobrellevar con éxito sus primeros contactos con las matemdticas a nivel universitario. Puesto que
la argumentacién matemdtica es una competencia clave [en las matemdticas] (CCSSI, 2010; Ministerio de
Educacién, 2011), se hard énfasis en el proceso de argumentacién matemdtica como un aspecto importante de
fomentar durante la educacién escolar y universitaria. En este articulo, el término argumentacion matemdtica se
refiere a la demostracién de teoremas matemdticos. Sin embargo, algunos estudios analizan la argumentacién
en el aula centrandose en el didlogo entre los estudiantes o bien entre los estudiantes y el docente (por
ejemplo, Pedemonte, 2007; Solar, Giménez y Piquet, 2012; Solar y Deulofeu, 2014). Por su parte, este
campo de investigacién se centra en la estructura de los argumentos y se basa principalmente en el modelo
argumentativo de Toulmin (2003).

Si bien estudios realizados en distintos paises han examinado la argumentacién matemadtica de los
estudiantes (por ejemplo, Heinze, Cheng, Ufer, Lin y Reiss, 2008; Heinze y Reiss, 2007; Reiss, Heinze,
Renkl y GrofS, 2006; Healy y Hoyles, 2000), s6lo unos pocos han explorado este tema en el nivel terciario.

La argumentacién matemdtica es esencial debido al relevante papel que tiene en el desarrollo de teorias
matemdticas. Por tanto, es un elemento central de las matemdticas académicas y tiene una enorme importancia
en los estudios matemadticos universitarios. La estructura tipica de una teorfa matemadtica es definicién -
teorema - demostracion. Esta es también la estructura tipica de las clases de matemdticas en la universidad,

lo que refuerza més atin la importancia de las demostraciones y del acto de demostrar. Las demostraciones

no son Unicamente una parte fundamental de las matematicas, sino que también permiten lograr una mejor
comprensién de los contenidos matemdticos (Hanna, 1995, 1997; Hanna y de Villiers, 2008). Estas explican
por qué los teoremas son verdaderos y muestran relaciones entre conceptos matemdticos. Boero (1999)
describe el procedimiento que usualmente siguen los expertos en matemdticas para desarrollar demostraciones
formales por medio de un modelo de seis pasos:

I) produccién de una conjetura [...]J;

1) formulacién de la proposicién de acuerdo a convenciones textuales compartidas [...];

I1I) exploracién del contenido de la conjetura (y de los limites de su validez); [...] desarrollo de los
vinculos entre las hipdtesis y las tesis; identificacién de argumentos apropiados para la validacién [...];
IV) seleccién y encadenamiento de argumentos tedricos coherentes para generar una cadena deductiva
[...I;

V) organizacién de los argumentos encadenados para conformar una prueba aceptable de acuerdo a los
estandares matemdticos actuales [...];

VI) aproximacién a una prueba formal [...]

(Boero, 1999, p. 2)

El proceso de demostracién comienza con una conjetura que debe ser probada. Luego, los expertos
formulan las posibles hipétesis y reflexionan sobre el teorema y su significado. Asimismo, exploran el problema
matemdtico y lo vinculan con conceptos relacionados dentro del mismo contexto matemdtico. También
recogen argumentos plausibles para apoyar la demostracién. En el cuarto paso, los expertos seleccionan
argumentos relevantes y los ordenan deductivamente. Finalmente, se aproximan a una prueba formal.

Brunner (2014) describe coémo puede caracterizarse el proceso de demostracién en la educacion
secundaria. Esta autora presenta un modelo del desarrollo de una demostracién formal. En el nivel mds bésico
se encuentra la prueba experimental, la que se relaciona con ejemplos concretos. Al seleccionar argumentos y
generalizaciones apropiados (inicialmente desde una perspectiva visual), los estudiantes logran desarrollar una
demostracién formal basada en la deduccidn.
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Ambos modelos demuestran que una prueba formal es el resultado de un proceso compuesto por
multiples pasos. Sin embargo, en las clases universitarias, las pruebas matemdticas suelen presentarse en su
versién final, por lo que el proceso de demostracién no siempre es evidente para los estudiantes. El hecho
de que los estudiantes normalmente no vean cémo se crean las demostraciones podria ser una causa de sus
problemas en el aprendizaje y la practica de la argumentacién. La argumentacién matemdtica no solamente
plantea un desafio para los estudiantes, dado que éstos no suelen presenciar el proceso de demostracién, sino
que también constituye una de las actividades mds complejas dentro de las matemadticas. Para desarrollar
demostraciones exitosas, los estudiantes necesitan habilidades que les permitan resolver problemas
matemdticos avanzados. Ademds, deben conocer estrategias sofisticadas y la estructura de las demostraciones
(Reiss y Ufer, 2009). Por ejemplo, si a un alumno se le pide demostrar que los dngulos internos de un
tridngulo suman 180°, no s6lo debe conocer y entender el contenido sino que ademds debe estar consciente de
que necesita argumentos ordenados de forma deductiva. Mds atin, necesita habilidades generales de resolucién
de problemas que le permitan desarrollar una solucién apropiada.

En consecuencia, muchos estudiantes de primer afio no saben cémo comenzar una demostracién
matemdtica (Moore, 1994). Los resultados de otros estudios con alumnos universitarios también indican
que la calidad de sus argumentaciones es bastante baja (Nagel y Reiss, 2016). Esto explica por qué la
argumentacién matemadtica es una de las actividades matemdticas mds desafiantes al comienzo de la educaciéon
universitaria (Engelbrecht, 2010).

Modelos de demostracién

La posible mala calidad de las demostraciones de los estudiantes no es el dnico problema: ademds, los
argumentos que emplean podrian no ser adecuados para las matematicas a nivel universitario. Harel y Sowder
(1998), en su andlisis de los argumentos utilizados por un grupo de estudiantes al comienzo de su paso por la
universidad, identifican tres modelos de razonamiento principales:

¢ Conviccién externa
* Argumentos empiricos
* Argumentos analiticos

Los estudiantes emplean argumentos externos cuando estdn seguros de que un teorema es verdadero
pero son incapaces de entregar un argumento matemdtico que lo demuestre. En lugar de ello, hacen
referencia a autoridades externas, como por ejemplo libros o profesores. Los argumentos empiricos se basan
principalmente en ejemplos y son de cardcter inductivo. Los argumentos analiticos se basan en deducciones
légicas y representan la forma matemadtica correcta de demostrar un teorema.

Asimismo, Recio y Godino (2001) estudiaron los tipos de argumentos empleados por los estudiantes
universitarios. Estos autores relacionan los distintos tipos de argumentos con los contextos “vida cotidiana”,
“ciencias experimentales”, “matemadtica profesional” y “légica y fundamentos de las matemdticas” (Recio y
Godino, 2001, p. 83). Se identificaron cuatro tipos principales de argumentos (Recio y Godino, 2001, p. 97):

*  Modelos personales de argumentacion explicativa
*  Modelos de demostracién empirico-inductivos

¢ Modelos deductivos informales

¢ Modelos de demostracién deductivos formales

Una comparacién entre el modelo de Harel y Sowder (1998) y el de Recio y Godino (2001) muestra
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que ambos se enfocan en diferenciar la argumentacién inductiva de la deductiva. Asimismo, un estudio
exploratorio realizado por Martin y Harel (1989) con estudiantes universitarios de primer afio también
identificé estos dos modelos generales.

Los estudiantes en los niveles secundario y terciario no suelen usar argumentos deductivos en sus
demostraciones. Estudios realizados con estudiantes de educacién secundaria muestran que éstos tienden a
emplear argumentos empiricos (por ejemplo, Heinze y Reiss, 2007; Healy y Hoyles, 2000). Incluso a nivel
universitario, los estudiantes muchas veces usan argumentos empl’ricos para demostrar teoremas matematicos
(Knuth, 2002; Martin y Harel, 1989). Sin embargo, los resultados de otro estudio indican que la mayoria de
los alumnos de primer afio de universidad razonan analiticamente (Nagel y Reiss, 2016).

El formalismo en las matematicas

En la universidad, el contenido matemdtico se vuelve mds complejo que en la escuela y ademis
se presenta mds formalmente. Esta situacién podria remediarse mediante una introduccién al lenguaje
matemdtico formal, esencial para que los estudiantes puedan comprender las matemdticas académicas. En
el primer afio de universidad, los estudiantes atin no estdn acostumbrados al lenguaje formal, lo que puede
causar problemas en su aprendizaje y comprension del contenido matematico. Si el contenido matemdtico se
presenta de manera formal, no es ficil generar las visualizaciones ni los ejemplos apropiados para comprender
los conceptos matemdticos (Tall y Vinner, 1981).

Estudios realizados con escolares muestran que éstos tienen problemas para escribir sus respuestas en
un lenguaje matemdtico adecuado (Hoyles, Newman y Noss, 2001; Fischer, Heinze y Wagner, 2009). En
los primeros afios de universidad, el contenido presentado formalmente puede aumentar las dificultades
que enfrentan los alumnos para resolver problemas que requieren argumentacién matemdtica. Por ejemplo,
Lakatos (1979) critic6 la importancia que se le da al formalismo matemadtico porque éste no ayuda al
desarrollo de teorfas matemdticas. Este autor sostiene que la légica debiera ser el punto central. Estudios
realizados con escolares demuestran que los alumnos tienden a considerar que las demostraciones formales
son correctas, en desmedro de las no formales (Wittmann y Miiller, 1988). Esto muestra que el formalismo
estricto tiende a enfocarse en los aspectos formales de las demostraciones mds que en su contenido.

Se necesita un instrumento especial para analizar la capacidad de razonamiento matemidtico de los
estudiantes de primer ano. Puesto que la argumentacién matemdtica requiere de un conjunto de habilidades,
el instrumento debe centrarse en algunos aspectos importantes. Uno de ellos deberia ser la calidad de las
argumentaciones de los estudiantes. Mds adn, se debe examinar qué tipo de argumentos estdn utilizando los
estudiantes para asi comprender mejor cudles son sus dificultades relativas al razonamiento matemdtico. En
tercer lugar, el instrumento debe medir si los estudiantes son capaces de usar lenguaje matemdtico al realizar
demostraciones.

Preguntas de investigacién
Para analizar la argumentacién matemadtica de los estudiantes universitarios de primer ano, la primera
pregunta de investigacion es:

1. ;Cudl es la frecuencia relativa de las argumentaciones correctas?

Dado que multiples investigaciones con estudiantes secundarios y con universitarios de primer afio
muestran que la calidad de la argumentacién matemdtica es bastante baja (Nagel y Reiss, 2016; Reiss et al.,
2006; Heinze y Reiss, 2007; Knuth, 2002; Healy y Hoyles, 2000; Martin y Harel, 1989), suponemos que los
estudiantes tienen problemas para razonar matemdticamente y que la calidad de su argumentacién es baja.
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La segunda pregunta de investigacion se refiere al modelo de demostracién empleado por los estudiantes:

2. ;Los estudiantes usan argumentos empiricos en sus demostraciones?

Algunos estudios con estudiantes secundarios (por ejemplo, Reiss et al., 2006; Heinze y Reiss, 2007;
Healy y Hoyles, 2000) han mostrado que éstos emplean argumentos empiricos basados en ejemplos. Sin
embargo, una investigacion con estudiantes de nivel terciario mostré que tienden a razonar analiticamente
(Nagel y Reiss, 2016). Puesto que los resultados empiricos no siguen un patrén definido, suponemos que los
estudiantes usan argumentos empiricos o analiticos.

La tercera pregunta de investigacion se refiere al uso de lenguaje matemdtico formal cuando se demuestra
un teorema:

3. ;Los estudiantes usan lenguaje matemdtico formal?

Investigaciones realizadas por Hoyles et al. (2001) o Fischer, Heinze y Wagner (2009) demuestran que
los estudiantes tienen problemas para expresar sus respuestas de un modo matemdtico formal. Por esta razén,
suponemos que los estudiantes expresan sus respuestas no formalmente sino de modo narrativo (es decir, con

palabras).

Método

El instrumento mide tres aspectos: la calidad de la argumentacidn, el tipo de argumentacién utilizada y
el uso de lenguaje matemdtico formal. Para obtener informacién detallada sobre el proceso de demostracién
que siguen los estudiantes, creamos tres preguntas abiertas que ilustran su proceso de razonamiento y el
desarrollo de su argumentacién mds claramente que los items de opcién multiple. Otros investigadores que
han analizado la argumentacién matemdtica también han empleado preguntas abiertas (por ejemplo, Nagel y

Reiss, 2016; Reiss et al., 20006).

Las tareas se refieren a contenidos geométricos que forman parte del curriculo escolar (Common
Core State Standards Initiative, 2010; Ministerio de Educacién, 2011) y se consideran esenciales dentro
de la geometria en las escuelas. De este modo, logramos separar la capacidad de razonamiento matemdtico
del conocimiento conceptual. Si los estudiantes no logran demostrar correctamente uno de los teoremas
presentados, podemos suponer que al menos conocian el contenido matemdtico y que su problema se limita al
desarrollo de argumentos matemdticos. Otra razdén para seleccionar contenidos geométricos es que permiten
realizar soluciones grificas que revelan el proceso de demostracién mds claramente que, por ejemplo, las
transformaciones algebraicas de términos matemdticos.

Items

El instrumento incluye tres teoremas que los estudiantes deben demostrar. Tienen 30 minutos para
completar la prueba. En la primera tarea, a los participantes se les pide demostrar que los tres bisectores de un
tridngulo se intersecan. En la segunda, deben demostrar que el teorema de Tales es verdadero. El la tercera, se
les pide demostrar el teorema de Pitdgoras. Este articulo solamente se refiere a los resultados de las primeras
dos tareas.

Para resolver la primera tarea, en la que se pide demostrar que los tres bisectores de un tridngulo se
intersecan, es necesario saber que todos los puntos de los bisectores estdn a igual distancia de los dos vértices
de cada lado. Mds atin, puede argumentarse que la interseccién de dos bisectores es equidistante de los tres
vértices del tridngulo. Finalmente, teniendo en cuenta la definicién del bisector un lado de un tridngulo, el
tercer bisector debe pasar a través de la interseccidn.
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En la segunda tarea, los participantes deben probar el teorema de Tales. La tarea requiere un
conocimiento sobre dngulos suficiente para mostrar que el dngulo en el vértice C del tridngulo ABC mide 90°.
Como primer paso, el tridngulo debe dividirse en dos tridngulos isdsceles con dngulos basales iguales. Luego,
considerando que la suma de todos los dngulos [internos] de un tridngulo es 180°, puede decirse que el dngulo
del vértice C mide 90°.

Evaluacién del instrumento

También analizamos los criterios de calidad del instrumento de medicién. Puede decirse que un test
es objetivo si sus resultados no son afectados por influencias externas (por ejemplo, Sedlmeier y Renkewitz,
2013). El test se llevé a cabo en dos grupos comparables. Todos los participantes recibieron las mismas
instrucciones y rindieron el test al mismo tiempo. Ademds, el test fue analizado por dos observadores que
lograron un buen nivel de acuerdo en sus codificaciones. Por lo tanto, podemos suponer que el instrumento es
objetivo.

La confiabilidad de los instrumentos generalmente se examina con el coeficiente alfa de Cronbach,
el cual analiza la consistencia interna de los items (Cronbach, 1951). Como hasta el momento sélo se han
analizado dos de tres items, la escala del coeficiente también incluye sélo dos items. Asi, podemos suponer que
el coeficiente es bastante bajo, pues depende del niimero de items. Al calcular el coeficiente alfa de Cronbach,
se obtuvo un valor de r = 0.291. Debido al bajo nimero de items, podemos interpretar este valor como
satisfactorio.

En tercer lugar, controlamos la validez del contenido del test consultando a expertos en matemadticas y en
pedagogia de las matematicas, quienes seleccionaron el contenido de los items cuidadosamente.

Codificacién

Las tareas fueron evaluadas mediante un sistema de codificacién que coincide con los modelos de
demostracién de Harel y Sowder (1998). Este contiene las variables “calidad de argumentacién”, “modelo de
demostracién” y “tipo de respuesta” (ver Tabla 1).

Tabla 1
Variables de codificacion
Calidad de la Otro — ningtn enfoque — enfoque / idea — sub-pasos de una demostracién — demostracién
drrient cign ., correcta .
e demostracién Sin argumentos — argumentos externos — argumentos empmfos — frgumentos 2 aliticos
Formalismo Sin argumentos — reSpuesta narrativa — resplesta narrativa y formal — respuesta forma

Las dos tareas fueron codificadas por dos observadores independientes para asi controlar la confiabilidad
interjueces y la objetividad del instrumento. La confiabilidad interjueces se calculé con el coeficiente kappa de
Cohen y se presenta en la Tabla 2. Los coeficientes indican un alto grado de acuerdo entre los dos observadores

(Cohen, 1960).

Tabla 2
Confiabilidad interjueces de ambas tareas
Variables de codificacién Kappa de Cohen
Item: Intersecciéon de los tres bisectores de los lados de un Item: Teorema de Tales
trianeulo
Calidad de Ia 0.76~ 1.0
reumentacion
] de demostracién 0 74 1.0
ormalismo 0.73 0.79

Recoleccién de datos
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La muestra se compone de N = 86 estudiantes de primer afio de la Pontificia Universidad Catélica
de Chile, Santiago de Chile. Los participantes estudian matemadticas, pedagogia en matemdticas, fisica o
pedagogia en fisica. Asisten a las mismas clases de matemadticas. El estudio transversal se llevé a cabo en el
primer semestre, durante una clase de ejercicios matemadticos.

Resultados

La Tabla 3 muestra la frecuencia relativa de todas las variables en ambas tareas.

Tabla 3
Frecuencia relativa de todas las variables en ambas tareas
Variables niveles Item: Interseccién de los Item: Teorema de Tales
tres bisectores de los lados
de un tridngulo

Calidad de la otra 0.37 0.12

argumentacion L,
Ningtin enfoque 0.33 0.07
Enfoque / ideas 0.12 0.02
Sub-pasos de una 0.09 0.14
demostracién

emostracion correcta 0.10 0.65
Modelos de demostracién Sin argumentos 0.65 0.20
rgunentos externos 0.14 0.02

Argumentos empiricos 0.02 0.04
Argumentos analiticos 0.19 0.74

Formalismo Sin argumentos 0.56 0.15
Respuesta narrativa 0.22 0.16
Respuesta narrativa y 0.20 0.58
formal
Respuesta formal 0.02 0.11

Mis de un tercio de las respuestas de los estudiantes (37%) se codificé en la categoria “otra”. Estos
participantes confunden el bisector del lado de un tridngulo con la altura del tridngulo o sus medianas.
La calidad de la argumentacién es baja en el item en el que se debe demostrar que los tres bisectores de
los lados de un tridngulo se intersecan. El 33% de los participantes no entrega argumentos para explicar
matemdticamente el teorema. Sin embargo, sélo el 12% de los estudiantes no entrega ningtin argumento
para demostrar el teorema de Tales. La mayoria de los participantes (65%) prueba correctamente el teorema
de Tales, mientras que s6lo un 10% resuelve la primera tarea de forma adecuada. Asimismo, el 14% de los
estudiantes genera sub-pasos de la demostracién del teorema de Tales.

Con respecto al modelo de demostracién utilizado, los resultados indican que muchos estudiantes no
razonan con argumentos: en la tarea que pide demostrar la interseccion de los bisectores, el 65% de ellos
no emplea argumentos matemadticos. En la segunda tarea, donde se pide explicar por qué el teorema de
Tales es verdadero, el 20% de los estudiantes no utiliza argumentos. Muy pocos estudiantes (de 2 a 4%)
razonan empiricamente. En la tarea donde se debe demostrar el teorema de Tales, el 74% emplea argumentos
analiticos. Sin embargo, s6lo el 19% emplea argumentos analiticos para demostrar el teorema de la
interseccién de los bisectores.

Con respecto a aspectos formales, las respuestas de la primera tarea (interseccion de los tres bisectores)
se escriben principalmente en palabras (narrativamente), mientras que las de la segunda tarea (teorema de
Tales) son mds formales. El 56% de los estudiantes no logra presentar argumentos para demostrar que los
tres bisectores de los lados de un tridngulo se intersecan. Si los estudiantes usan argumentos en dicha tarea,
éstos son principalmente narrativos (22%). Por otra parte, el 58% de los participantes presenta una solucion
mixta, la cual se codifica como “narrativa y formal”. Se identifica una argumentacién formal en el 2% de las
respuestas de la primera tarea y en el 11% de las respuestas de la segunda. Sin embargo, en ambas tareas, la
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frecuencia relativa de las respuestas narrativas es mayor que la [frecuencia relativa] de los argumentos formales.

Discusién

Al inicio de sus estudios universitarios, los alumnos encuentran multiples dificultades que se reflejan en
altas tasas de abandono en matematicas (Acuna et al., 2010). Los contenidos matemadticos y la argumentacién
en esta disciplina parecen ser especialmente desafiantes para los estudiantes de primer afio (Hoyles et al.,
2001; Engelbrecht, 2010). Dado que la argumentacién matemdtica es una de las actividades mds importantes,
pero también una de las mds complejas en este campo (Boero, 1999; Brunner, 2014), nos enfocamos en
tres aspectos principales de la argumentacién matemadtica de los universitarios de primer ano: calidad de la
argumentacién, tipo de argumentacién y uso de lenguaje matemdtico formal. Construimos un instrumento de
medicién que nos permitié comprender mejor el proceso de demostracién matemdtica. Empleamos tres tareas
abiertas en las cuales los estudiantes de primer afio deben demostrar los teoremas presentados. En este articulo
s6lo nos referimos a los resultados de dos de los tres items, ya que el andlisis ain no concluye. Los teoremas de
cada tarea se refieren a contenidos geométricos que los estudiantes deberfan haber aprendido en la educacién
secundaria. Asf, podemos suponer que los estudiantes conocen los contenidos y que cualquier dificultad se
debe principalmente a sus habilidades argumentativas.

Los resultados del andlisis indican que el contenido de las tareas tiene un enorme impacto en la capacidad
de desarrollar demostraciones correctas. La mayoria de los estudiantes de primer afio (65%) logra demostrar
correctamente el teorema de Tales, mientras que s6lo el 10% resuelve bien la tarea que pide demostrar que
los tres bisectores de los lados de un tridngulo se intersecan. Los argumentos necesarios para demostrar el
teorema de la interseccién de los bisectores probablemente son mds complejos y abstractos, por lo que los
estudiantes enfrentan mds problemas en esta tarea. Uno de los argumentos se basa en la distancia entre
los vértices y el bisector. Los argumentos requeridos para demostrar correctamente el teorema de Tales se
refieren principalmente a contenidos geométricos bdsicos, por ejemplo, temas relativos a dngulos. Al parecer,
el desarrollo y seleccion de los argumentos correctos constituye un paso dificil dentro del modelo de Boero
(1999). Asimismo, la exploracién del contenido del teorema matemadtico parece ser algo complicado y
estrechamente vinculado con los conceptos matemdticos del mismo. El 33% de los estudiantes no logra
presentar argumentos matemdticos para demostrar que los tres bisectores de los lados de un tridngulo se
intersecan. Esto confirma que, en general, los alumnos que inician sus estudios universitarios tienen grandes
dificultades para desarrollar argumentos matemdticos.

Los resultados referidos a los modelos de demostracién no siguen un patrén definido. Aunque la mayoria
de los estudiantes (74%) razona analiticamente en la tarea en la que se pide demostrar el teorema de Tales,
s6lo unos pocos (19%) emplean argumentos analiticos en la otra tarea. Ello indica que, en general, muchos
estudiantes son capaces de ordenar sus argumentos de modo deductivo. Sin embargo, atin no poseen la
capacidad de desarrollar argumentos deductivos en ambas tareas. Es evidente que no pueden transferir su
conocimiento sobre la estructura correcta de una demostracién matemdtica a otras tareas. Esto confirma
los resultados disimiles de otros estudios sobre la argumentacién matemadtica de alumnos de primer ano.
Algunos estudios documentan el uso frecuente de argumentos empiricos (Knuth, 2002; Martin y Harel,
1989), mientras que otros indican que los alumnos de primer afio tienden a usar argumentos analiticos
(Nagel y Reiss, 2016). Estos resultados podrian deberse a que, durante la transicién entre las matemadticas
escolares y universitarias, los estudiantes recién comienzan a aprender sobre la estructura de las demostraciones
matemdticas. Puesto que las demostraciones suelen presentarse en su forma final en las clases universitarias,
el desarrollo de dicho conocimiento no es constante. Obviamente existen tareas en las cuales los alumnos de
primer afio pueden generar demostraciones deductivamente, pero también hay otras en las que son incapaces
de presentar argumentos matemdticos y deductivos.
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El anilisis de las respuestas recolectadas muestra que, en la tarea en que se pide demostrar el teorema
de Tales, la mayoria de los participantes (58%) empled una mezcla de expresiones narrativas y formales. En
la otra tarea, en la que se debe demostrar que los tres bisectores de los lados de un tridngulo se intersecan, el
20% de los estudiantes utiliz6 una combinacién de palabras y lenguaje formal. El 22% de los participantes
s6lo empled palabras para demostrar que los tres bisectores se intersecan. Dado que expresar respuestas
usando lenguaje formal es mds dificil para los estudiantes (por ejemplo, Wittmann y Miiller, 1988), no es
sorprendente que no logren demostrar formalmente que los tres bisectores de los lados de un tridngulo se
intersecan. Las respuestas a la tarea sobre el teorema de Tales, que se esperaba fuera mis sencilla para los
estudiantes, se expresan de modo mds formal. Al parecer, si los participantes logran ordenar sus argumentos
dentro de una cadena deductiva, también serdn capaces de expresarlos formalmente.

La presente investigacién entrega informacion valiosa sobre el proceso de generaciéon de demostraciones
de los alumnos que inician sus estudios matemadticos universitarios. Los contenidos geométricos y el formato
de los items permite analizar la calidad de las argumentaciones, los modelos de demostracién y el formalismo
de las respuestas de los estudiantes. Los criterios de calidad (objetividad y validez del test) muestran valores
adecuados, mientras que el coeficiente alfa de Cronbach (referido a la confiabilidad interna) fue bastante
bajo debido a que la escala sélo tiene dos items. Analizamos la argumentacién matemadtica de los estudiantes
por medio de sélo dos tareas. Por lo tanto, los resultados presentados deben interpretarse con cautela. Es
necesario continuar investigando para obtener conclusiones generales. Sin embargo, los resultados ilustran
varios problemas que enfrentan los alumnos cuando deben demostrar un teorema al comienzo de sus
estudios matemdticos. La argumentacién matemadtica es un proceso complejo que requiere varias habilidades
avanzadas (por ejemplo, Reiss y Ufer, 2009). Este estudio presenta informacién detallada con respecto a dénde
se ubican estas dificultades en el dmbito de la argumentacién matemdtica. Por ejemplo, los participantes
tienen problemas para apoyar sus demostraciones mediante el uso de argumentos analiticos conectados
deductivamente. Los resultados muestran que los estudiantes evidentemente se hallan en una fase en la cual
estdn desarrollando sus habilidades de argumentacién matemdtica. Sin embargo, en la primera tarea la calidad
de la argumentacidn fue bastante baja y casi no se utilizaron argumentos en las demostraciones. En la segunda
tarea, los participantes tuvieron un buen desempefio con respecto a ambas variables. El estudio indica que
los universitarios de primer afo necesitan mds ambientes de aprendizaje que fomenten sus habilidades de
razonamiento matemadtico. Por tanto, los resultados del estudio podrian ser un punto de partida para generar
elementos de apoyo que, al estar adaptados a las habilidades de los estudiantes de primer afo, les permitan
aprender a desarrollar demostraciones matematicas.

El articulo original fue recibido el 23 de noviembre de 2017
El articulo fue aceptado el 10 de abril de 2018
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